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Noch Rapitel II: Mathematische
Grundlagen



2.9

Dreilecke



2D Baryzentrische Roordinaten I

Definiert durch Eckpunkt A als
Ursprung und 2 Vektoren des
Dreiecks als Basisvektoren

Dann gilt fiir jeden Punkt p in
diesem KS mita, 5,y € R

* paf)=a+Bb-a)+y(c—a)
Umformenmita =1—-—y
ergibt die BK des Dreiecks zu:

p(a,fB,v) = aa + b + yc, mit:
a+f+y=1




2D Baryzentrische Roordinaten I1I

|

(‘L
> pla,B,y) =aa+ b+ yc z
p(a,pf,y) pb +vy oy Y
> Gesucht: 3 =0 \
* [ ist Distanz zur Geraden durch a und c N7
* k- fac(x,y) =B
[ im Punktbist1l N 7T
© k- focxp,yp) = 1=k =1/fa.(xp, 1) A
P 1 . — fac(xJY) z g
Einsetzen: o) \

» V¥ Analog
ra=1—-p—-vy
> Anwendungsbeispiel (Ubung):

* Gegeben: Dreieck ABC
 Punkte D, E, F enthalten?



Vorder- und Riickseite

Gegeben: Betrachter schaut auf
Dreieck und sieht die
,vorderseite”

Normale aus Kreuzprodukt der
Kantenvektoren in Abhangigkeit
des Drehsinns

* Gegen Urzeigersinn (CCW): Normale
zeigt zum Betrachter

* Im Urzeigersinn (CW): Normale zeigt
vom Betrachter weg

Definiere positiven Drehsinn:
CCW

Dann: Zeigt Normale eines
Dreiecks im Raum zum
Betrachter, so ist dieses die
Vorderseite

Neew = ab X bc

bc
A >B
ab
C
—bc
A~ _ab B
New — —bc X —ab
= bc X ab
= —(ab X bc)
= —Nccw

(rechtsh.KS.)



2.4

Polygone



Polygon

Ronvex Roncav

> Alle Verbindungslinien der > Mindestens eine
Eckpunkte innerhalb des Verbindungslinie nicht innerhalb
Polygons des Polygons



Punkt 1in konvexem 2D Polygon

> Punkte innerhalb?

> Lege implizite Geraden durch

Gegeben: Konvexes Polygon = fae(x,)

Kanten, sodass jeweils Polygon auf
positiver Seite @~ -7

Dann: Punkt in konvexem Polygon,
wenn in Bezug auf jede Gerade
,Half Edge” auf positiver Seite

=0 fbc(x;y)
=0




Punkt in 2D Polygon

Gegeben: Polygon

1 = innen
> Punkte A, B und C innerhalb? FRe
> Schiefde Strahl nach rechts und P )
berechne Schnittpunktzahl mit B o 3 = innen
Kanten
* Ungerade: Punkt innerhalb Co ,
« Gerade: Punkt auRerhalb L—"" 2> auRen

Funktioniert mit beliebigen
Polygonen

10



Dreleck vs. Polygon

Dreieck ist...
* Konvexes Polygon
* (Garantiert eben

Eckpunkteigenschaften konnen
linear und eindeutig interpoliert
werden

Jedes Polygon kann in
Dreiecksnetz tiberfiihrt werden...

... Topologie ist allerdings nicht
eindeutig




2.5

KRrummlinige Koordinaten



Polarkoordinaten

y/\
> Definiert iiber:

« Abstand zum Ursprung r P(x,y) =P(p,1)
* Winkel ¢ )
> Uberfiihrung in
Kartesische K: 6 @
c x=1"-cos(p)
© y=1-sin(p)
» Umgekehrt:
= \/xz + 2

3 {+ arccos(’—;),y >0

> r-sin(@)

R\/

P(p + ajfr) sin(p) =

— arccos(f),y <0



Rugelkoordinaten

> Definiert iber zwei

Winkel und Radius 6=0 y
> Abstand r zum Ursprung v ¢ =m/2
> Winkel ¢ in der xy — X 7

Ebene ¢

. Q=7 @ =\0
> Winkel 6 zur z—Achse w >
0
@ =15

14



Rugelkoordinaten I1

> r = R = konstant:

* Oberflache der Kugel mit
Radius R

> 1 und @ konstant:

* Rand einer Kreisscheibe
parallel zur xy — Ebene

> 1, und 0 konstant:

* Punkt auf Kugeloberflache
> Kugel:

* r < Kugelradius

* @ und 8 frei

P(Qofesti ersti rfest)

v



Rugelkoordinaten III

A

Z

> Uberfithrung in
Kartesische Koordinaten:

x = 1-sin(0) - cos()

y = 1-5sin(0) - sin(p)

z= 1-cos(0)




2.6

Matrizenrechnun g



Matrix aus Zahlen

m X n Matrix ist rechteckiges

Zahlenschema mit m - n Elementen
_ _ A11 |12 Q13 Q14
Hinweise: 4= | %21 |G22] G23 Qag
* Spaltenvektor ~ m X 1 Matrix A31 |Q3z| Q33 Qd3g
. . a a a a
« Zeilenvektor ~ 1 X n Matrix 4l |42 M43 a4
—

Dann besteht Matrix aus:
* n Spaltenvektoren, bzw.:

 m Zeilenvektoren

Geeignet einige Berechnungen elegant
darzustellen

Am,n bzw.: Azeile,spalte



Matrizenmultiplikation

(

Moglich, wenn Spaltenzahl der linken mit
Zeilenzahl der rechten Matrix identisch

Dann ist] X n Matrix C Produktaus I X m
Matrix A und m X n Matrix B.

Ihre Komponenten sind:

m

Cij = Z ik * Dij

k=1

Assoziativ- und Distributivgesetz gelten
Kommutativgesetz nicht

C11 = Q11" bi1+aq, - by

Ci2 = Qg1 bip+aq, - by

ajq a12).(b11 b12)=
Q21 Q22/ \by1 by

C21 = Qpq - biy+ay; - by

C2 = Qzq - bix+as; - by




Transponierte- und Einheitsmatrix

> Transponierte Matrix AT entsteht aus Matrix 4, indem
alle Zeilenvektoren als Spaltenvektoren hingeschrieben

werden:
a1

| 421
A= asq
As1

aq2
a2 AT:(an A1 Q43zq (141)
as- Q12 Az Q32 Qg
42

> Einheitsmatrix ist neutrales Element bez. Matrix-
multiplikation. Diagonalelemente sind 1 andere O.

1 0

[0 1
E‘oo
0 0

0 O

O = O
_-O O



Inverse Matrix & Determinante

> Gegeben: Quadratische Matrix A mit det(4) # 0
> Gesucht: Inverse Matrix A~1, mit:
e A-A1=F=A4"1.4
> Determinante det(A) oder |A| determiniert, ob A
invertierbar ist.



Anwendungsbeispiel

> Typisch: Gegeben Vektor u und Matrix M
* Manipuliere u mit M, um v zu erhalten
* Dazw:v=M-u
* Beispiel: ,Verschiebe u mit M nach v “
» Manchmal auch umgekehrte Richtung gesucht

 Bekannt: v, M
,Woher kommt v*“

*M-u=v
e M1 . M- u=M1vp
e E-u=M1vp

u=M1.yp



Berechnung der Determinanten

> Aufwandig: n! Summanden

> Beispiele:

|a11 a12‘ +taq1 - Ayp
>
a1 Az

—aq " Axq

taqq - Az - aszz
+aqz - a3 - Az
ta.3 - azq - A3y
—aq13 " dpp " Ag3
—aq11 " A3 " A3
—aq2 " dz1 " d33

)



Adjunkte Ay

> Ay, = (=1 . Unterdeterminate bzgl.i, k

)
/Q11 Q1 (13| Qg4 a1 Qqo
4 = (am Az |A23 a24] Ayz = —|a31  asz;
az1 A3z |d33| Q34 (g1 Qg
Ag1 Qa2 |A43 | Q4q

> Mit Entwicklung uber Zeile i lasst sich die

Determinante berechnen iiber:
4

det(A) = Z ag - A

k=1

A14
34
A4




Berechnung der inversen Matrix




